
《2011年全国中学生数学能力竞赛（初赛）试题
高一年级组》参考答案
基础能力部分（共 60分，每题 5分）

一、运算求解能力

1. 2009或 2013
2. -4
3. 99.5
二、数据处理能力

4. 甲

三、空间想象能力

5. 无数

四、抽象概括能力

6. 渍（x），h（x），f（x），g（x）

五、推理论证能力

7.（2）、（4）
六、实践能力

8. 90059
9. 6
10. 4
七、创新意识

11. 56
12. 43
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综合能力部分（共 90分）
13. 解：疫 x1，x2是 x2 - 2（m - 1）x + m + 1 = 0的两个实根，
亦 驻 = 4（m - 1）2 - 4（m + 1）逸 0，解得 m 臆 0或 m 逸 3. （2分）
又 疫 x1 + x2 = 2（m - 1），x1·x2 = m + 1，
亦 y = f（m）= x12 + x22 =（x1 + x2）2 - 2x1x2 = 4m2 - 10m + 2， （6分）
即 y = f（m）= 4m2 - 10m + 2（m 臆 0或 m 逸 3）. （10分）

14. 解：（1）0 臆 a < b 时，
2b = f（a）= - 12 a2 + 132
2a = f（b）= - 12 b2 + 132

扇

墒

设设设设设设设设缮设设设设设设设设

圳
a = 1
b = 3

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

； （2分）

（2）a < 0 < b 时，
2b = f（0）= 132 圯 b = 134
2a = f（a）= - 12 a2 + 132 圯 a = -2 - 17姨

扇

墒

设设设设设设设设缮设设设设设设设设

； （4分）

（3）a < b 臆 0时，
2a = f（a）= - 12 a2 + 132
2b = f（b）= - 12 b2 + 132

扇

墒

设设设设设设设设缮设设设设设设设设

圯 无均小于零的两根. （7分）

综上，所求区间为［1，3］或［-2 - 17姨 ，134 ］. （10分）

15. 海尔丁要抓第二个进他房间的男人. （5分）
因为如果这个男人认为这是他自己的房间，那么进去时是不会敲门的. （15分）
16. 解：设 u = f（x）- x2 + x，

由题意知，f（u）= u.
已知有且只有一个实数 x0，使得 f（x0）= x0，

所以 u = x0，f（x）- x2 + x = x0， （5分）
f（x0）- x02 + x0 = x0，x02 = x0， （8分）
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x0 = 0或 x0 = 1. （10分）
当 x0 = 0时，f（x）= x2 - x，f（x）= x的解有两个，不合题意，舍去； （12分）
当 x0 = 1时，f（x）= x2 - x + 1，f（x）= x的解只有一个. （14分）
所以 f（x）= x2 - x + 1. （15分）
17. 解：（1）设 0 < x1 < x2 < 1，f（x1）- f（x2）= x11 + x12 - x21 + x22 =（x1 - x2）（1 - x1x2）

（1 + x12）（1 + x22）
< 0，

亦（x1 - x2）［f（x1）- f（x2）］> 0； （2分）
同理：若 0 < x2 < x1 < 1，有（x1 - x2）［f（x1）- f（x2）］> 0； （3分）
若 0 < x1 = x2 < 1，有（x1 - x2）［f（x1）- f（x2）］= 0. （4分）
亦（x1 - x2）［f（x1）- f（x2）］逸 0； （6分）
（2）疫 a + b + c = 1且 a，b，c沂R+，

亦 0 < a < 1，0 < b < 1，0 < c < 1.
由（1）得（a - 13 ）［f（a）- f（13 ）］逸 0，

亦（a - 13 ）（ a1 + a2 - 310 ）逸 0，

亦 a2 - 13 a
1 + a2 逸 310（a - 13 ），即 3a2 - a1 + a2 逸 910（a - 13 ）. （12分）

同理 3b2 - b1 + b2 逸 910（b - 13 ），3c2 - c1 + c2 逸 910（c - 13 ）， （16分）

亦 u 逸 910（a - 13 + b - 13 + c - 13 ）= 0，

亦 u的最小值为 0. （20分）
18.（1）证明：疫 x，y均为正数，且 0 < a < 1，
根据指数函数性质可知，总有实数 m，n使得 x = am，y = an，

于是 f（xy）= f（aman）= f（am + n）=（m + n）f（a）= m + n. （3分）
3- -



又 f（x）+ f（y）= f（am）+ f（an）= mf（a）+ nf（a）= m + n，

亦 f（xy）= f（x）+ f（y）. （6分）
（2）证明：任设 x1，x2沂R+，x1 > x2，可令 x1 = x2t（t > 1），t = a琢（琢 < 0）援 （7分）
则由（1）知 f（x1）- f（x2）= f（x2t）- f（x2）= f（x2）+ f（t）- f（x2）= f（t）= f（a琢）= 琢f（a）= 琢 < 0，

（9分）
即 f（x1）< f（x2）援 亦 f（x）在正实数集上单调递减. （12分）
（3）解：令 loga（4 - x）= t，原不等式化为 f（t2 + 2）- f（8t）臆 3，其中 t > 0援
疫 f（x）- f（y）= f（x）+ f（y-1）= f（x

y ），且 f（a）= 1（0 < a < 1），

不等式可进一步化为 f（t2 + 28t ）臆 f（a3）. （14分）

又由于单调递减，亦 t2 + 28t 逸 a3对于 t > 0恒成立援 （15分）

而 t2 + 28t = 18［（ t姨 - 2
t姨 ）2 + 2 2姨 ］逸 1

2 2姨 ， （17分）

且当 t = 2姨 时，（t2 + 28t ）最小值 = 1
2 2姨 援 （18分）

亦 a3 臆 1
2 2姨 ，又 0 < a < 1，解得 0 < a < 2姨2 援 （20分）
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